
Chapitre 3
Lois de probabilité classiques

3.1 Lois discrètes

3.1.1 Loi Binomiale

3.1.1.1 Qualification de la loi binomiale

Dans une production de pièces, avec une proportion p ∈ [0, 1] de pièces défectueuses, on
prélève un échantillon de 3 pièces par tirage avec remise assurant l’indépendance des tirages.
On désigne par X la VARD prenant pour valeur le nombre de pièces défectueuses de l’échan-
tillon. On note q = 1− p.
Loi de probabilité :

On a X(Ω) = {0, 1, 2, 3}. Soient D : pour défectueux et D : pour non défectueux.

1ertirage 2emetirage 3emetirage xi probabilité

D D D 0 q3

D D D 1 pq2

D D D 1 pq2

D D D 1 pq2

D D D 2 p2q

D D D 2 p2q

D D D 2 p2q

D D D 3 p3

En regroupant suivant les valeurs xi, on obtient la loi de probabilité de la VARD X :

xi 0 1 2 3
∑

P(X = xi) q3 3pq2 3p2q p3 (p+q)3 = 1
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3.1.1.2 Cadre et énoncé de la loi binomiale

Il s’agit d’une succession d’épreuves :
– Répétées n fois, où n ∈ N∗,
– Identiques,
– Indépendantes et à caractère dichotomique.

On s’intéresse ici au nombre k de succès parmi ces n épreuves.

Soi Ω1 = {E, S}, pour ”́echec” et ”succès”, avec p = P(S) ∈ [0, 1] et 1− p = P(E).
On peut définir une VARD X qui compte le nombre de succès parmi ces n épreuves.

Définition 3.1.1

La VARD X suit la loi binomiale de paramètres n et p : X ∼ B(n, p) avec
{

n = nombres d’épreuves,
p = probabilité d’un succès

avec X(Ω) = {0, 1, 2, ..., n}.
Cette loi est définie par : ∀k ∈ {0, 1, 2, ..., n}, P(X = k) = Ck

np
kqn−k

avec k succès et n− k échecs sur n épreuves.

Les P(X = k), notée pk, sont positifs et
+∞∑

k=0

pk =
+∞∑

k=0

Ck
np

kqn−k = (p+ q)n = 1n = 1

donc les pk définissent une loi de probabilité.

Remarque 3.1.1

Les pk sont les différents termes du dévelopement (p+q)n par la formule du binôme de Newton,
d’où l’appellation de loi binomiale.

3.1.1.3 L’espèrance et la variance :

Proposition 3.1.1

Si X ∼ B(n, p) alors :
– E(X) = np
– V (X) = npq et σ(X) =

√
npq.

Démonstration 1

La VARD X s’écrit sous la forme X = X1+ ...+Xn avec Xk est nombre de succès du keme-fois.

Xk =

{
0 si le résultat est un échec,
1 si le résultat est un succès

donc E(Xk) = 0× (1− p) + 1× p = p
et V (Xk) = E(X2

k)− E(Xk)
2 = 02 × (1− p) + 12 × p− p2 = p− p2 = pq. Alors

– E(X) = E(X1 + ...+Xn) =
n∑

k=0

E(Xk) =
n∑

k=0

p = np.

– V (X) = V (X1 + ...+Xn) =
n∑

k=0

V (Xk) = npq, car les X1, X2, ..., Xn sont indépendantes.
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3.1.1.4 La fréquence binomiale :

Définition 3.1.2

Si X ∼ B(n, p) avec p ∈ [0, 1], on appelle fréquence binomiale la VARD F =
X

n

Proposition 3.1.2

Si X ∼ B(n, p) et F =
X

n
alors : E(F ) = p ; V (F ) =

pq

n
et σ(F ) =

√
pq

n
.

Démonstration 2 Exercice

Exemple 26

On lance un dé dont les faces sont numérotées de 1 à 6. On appelle événement E l’obtention
sur la face supérieure 3 ou 6.
Quelle est la probabilité de l’événement E?
On lance le dé, 8100 fois, calculer la moyenne et l’écart-type du nombre d’arrivées de
l’événement E.

- la probabilité de l’événement E est

P(E) =
2

6
=

1

3
.

On considère l’épreuve à deux issues
- ”succès” si E se produit c’est à dire on obtient 3 ou 6. Donc p = 1

3
.

- ”́echec” si E ne se produit pas c’est à dire on n’obtient ni 3 ni 6.
On répète l’épreuve 8100 fois. Soit la variable aléatoire X = ”nombre d’arrivées de E ou
nombre de succès ou nombre d’apparitions de 3 et 6”.

X suit la loi binomiale B
(

8100,
1

3

)

.

Pour k = 0, 1, 2, ..., 8100, P(X = k) = Ck
n

(1

3

)k(2

3

)n−k

E(X) = 8100× 1

3
= 2700

V (X) = 8100× 1

3
× 2

3
= 1800

et
σ(X) =

√
1800 = 30

√
2.

3.1.2 Loi multinomiale

Pour s ≥ 2, on considère (A1, A2, ..., As) un système complet d’événements, ainsi
Ω = ∪s

i=1Ai.
On note pi = P(Ai), i ∈ {1, 2, ..., s} les probabilités de chacun de ces événements.
On effectue n épreuves répétées indépendantes à caractère multinomial. La probabilité pour que
A1 se produise k1 fois, A2 se produise k2 fois,..., etAs se produise ks fois avec k1+k2+...+kn = n
est :

P(X1 = k1, X2 = k2, ..., Xs = ks) =
n!

k1!k2!...ks!
pk11 pk22 ...pkss
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Remarque 3.1.2

Ce n’est pas une loi de probabilité d’une VARD.

Exemple 27

Les ampoules colorées produites par une usine sont rouges, bleues et vertes dans la proportion
50%, 30% et 20%. A partir d’un échantillon de 5 ampoules, calculons la probabilité d’avoir deux
rouges, deux bleues et une verte :

P(X1 = 2, X2 = 2, X3 = 1) =
5!

2!2!1!
0.52.0.32.0.21 = 0.027

3.1.3 Loi géométrique ou loi de Pascal

3.1.3.1 Cadre et énoncé de la loi géométrique

Il s’git d’une succession d’épreuves :
– Répétées n fois, avec n ∈ N

∗

– Identiques
– Indépendantes à caractère dichotomique, avec une proportion de succès p ∈]0, 1[.

On s’intéresse ici au nombre k d’épreuves jusqu’au premier succès (succès compris dans le
compte).

Par exemple, pour l’événement succession EEEES on a X = 5.
On répète l’épreuve au moins une fois, éventuellement une infinité de fois, et on considère
Ω = {E, S}N∗

Définition 3.1.3

Soit X une VARD suivant la loi géométrique (ou loi de Pascal) de paramètre p : X ∼ G(p)
avec p ∈]0, 1[. Alors X(Ω) = N

∗. Cette loi est définie par :

∀k ∈ N
∗,P(X = k) = qk−1p

Cela définit bien une loi de probabilité, en effet :

∀k ∈ N
∗,P(X = k) ≥ 0 et

∑

k∈N∗

P(X = k) = p
∑

k∈N∗

qk−1 =
p

1− q
= 1.

3.1.3.2 L’espérance et la variance

Proposition 3.1.3

Si X ∼ G(p), alors
– E(X) =

1

p
.

– V (X) =
q

p2
et σ(X) =

√
q

p
.

Démonstration 3
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– E(X) =
+∞∑

k=1

k(1− p)k−1p = −p
( +∞∑

k=1

(1− p)k
)′

= −p
(1

p

)′

= −p× −1

p2

ainsi E(X) =
1

p

– E(X2) =
+∞∑

k=1

k2(1− p)k−1p = p
+∞∑

k=1

k(k − 1)(1− p)k−1 + p
+∞∑

k=1

k(1− p)k−1

= p(1− p)
+∞∑

k=1

k(k − 1)(1− p)k−2 + p
+∞∑

k=1

k(1− p)k−1

︸ ︷︷ ︸

=E(X)= 1
p

= p(1− p)
( +∞∑

k=1

(1− p)k
)′′

+
1

p

= p(1− p)
(1

p

)′′

+
1

p

=
2− p

p

Donc V (X) = E(X2)− E(X) =
2− p

p
−

(1

p

)2

= E(X2)− E(X) =
1− p

p2

D’où V (X) =
q

p2
et σ(X) =

√
q

p
.

Exemple 28

Dans une bôıte, il y a n cartes numérotées de 1 à n. On effectue des tirages successifs avec
remise, jusqu’à obtenir la carte n. Soit X le nombre de tirages effectués. Quelle est la loi de
X. Calculer la probabilité que le nombre de cartes tirées soit égal à x, pour x = 31.
Quelle est la probabilité que le nombre de cartes tirées soit inférieur ou égal à 50? Application :
n = 100. On répète, de façon indépendante, la probabilité du succès (tirer la carte numéro n)
est p = 1

n
, jusqu’à l’obtention d’un succès.

Le nombre de répétitions nécessaire à l’obtention d’un succès suit une loi géométrique sur N
∗

de paramètre p.

P(X = x) = p(1− p)x−1 =
(n− 1)x−1

nx

Donc P(X = 31) = p(1− p)30 =
(99)30

10031
= 0, 0074.

P(X ≤ 50) = 1− P(X > 50) = 1−
+∞∑

x=51

P(X = x) = 1−
+∞∑

x=51

p(1− p)x−1

= 1− p(1− p)50
1

1− (1− p)
= 1− (1− p)50 = 1− (n− 1)50

n50
= 1

(99)50

10050
= 0, 395
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3.1.4 Loi hypergéométrique

3.1.4.1 Cadre et énoncé da la loi hypergéométrique

Il s’agit d’une succession d’épreuves :
– Répétées n fois, où n ∈ N

∗,
– Identiques,
– Exhaustives (dépendantes) à caractère dichotomique.

On s’intéresse ici au nombre k de succès parmi ces n épreuves.

On tire sans remise n boules d’une urne contenant N boules indiscernables, où N = N1+N2

avec :
– N1 = N × p boules blaches, où p est la proportion de boules blanches, p ∈ [0, 1]
– N2 = N × q boules noires, où p+ q = 1.

X est la VARD prenant pour valeur le nombre de boules blanches tirées. Ω est l’ensemble des
combinaisons ω de n boules tirées parmi les N , avec 0 ≤ n ≤ N . (Ω,P(Ω)) est un espace
probabilisable avec équiprobabilité.
card(Ω) = Cn

N , ainsi P({ω}) = 1
Cn

N

pour un évènement élémentaire et (Ω,P(Ω),P) est un espace

probabilisé.
En prenant k boules parmi N1 blanches et n− k parmi N2 noires on a :

Définition 3.1.4

Soit X une VARD suivant la loi Hypergéométrique de paramètres N, n, p,
on note X ∼ H(N, n, p) avec :







N = N × p+N × q : taille de la population totale,
n : taille de l’échantillon avec 0 ≤ n ≤ N
p ∈ [0, 1] : probabilité du succès, et q = 1− p

X(Ω) =
[

sup(0, n−N × q), inf(N × p, n)
]

et

∀k ∈ X(Ω), P(X = k) =
Ck

N1
Cn−k

N2

Cn
N

=
Ck

pNC
n−k
qN

Cn
N

Justification du support :
(N

n

)

=
(N1+N2

n

)

=
n∑

k=0

(N1

k

)(N2

n−k

)

car pour constituer un sous-

ensemble à n éléments pris parmi N = N1 +N2, on en prend k parmi N1 puis n− k parmi N2,
où k varie de 0 à n.
On a 0 ≤ k ≤ N1 = N × p, k ≤ n, et 0 ≤ n− k ≤ N2 = N × q.
Donc sup(0, n−N × q) ≤ k ≤ inf(N × p, n)

3.1.4.2 L’espérance et la variance

Proposition 3.1.4

Si X ∼ H(N, n, p) alors
•E(X) = np
•V (X) = npqN−n

N−1
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Démonstration 4

Rappelons que k
(n

k

)

=
k × n!

k!(n− k)!
=

n× (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
= n

(n−1

k−1

)

• E(X) =
n∑

k=0

k × pk =
1

(Nn )

n∑

k=1

k.
(N.p

k

)(N.q

n−k

)

=
1

(Nn )

n∑

k=1

N.p.
(N.p−1

k−1

)(N.q

n−k

)

=
N.p

(Nn )

n∑

k=1

(N.p−1

k−1

)(N.q

n−k

)

=
n.p

(N−1
n−1 )

n∑

k=1

(N.p−1

k−1

)(N.q

n−k

)

=
n.p

(N−1
n−1 )

n−1∑

k′=0

(N.p−1

k′

)(N.q

n−1−k′

)

︸ ︷︷ ︸

=

(N−1

n−1

)

= n.p (Identité de Van Der Monde )

• V (X) = E(X2 −X) + E(X)− E(X)2.

E(X2 −X) = E(X(X − 1)) =
n∑

k=0

k(k − 1)× pk

=
1

(Nn )

n∑

k=0

k.(k − 1)
(N.p

k

)(N.q

n−k

)

=
N.p

(Nn )

n∑

k=2

(k − 1)
(N.p−1

k−1

)(N.q

n−k

)

=
N.p.(N.p− 1)

(Nn )

n∑

k=2

(N.p−2

k−2

)(N.q

n−k

)

=
N.p.(N.p− 1)
N
n

N−1
n−1

(N−2
n−2 )

n∑

k=2

(N.p−2

k−2

)(N.q

n−k

)

=
n.p.(N.p− 1)

N−1
n−1

(N−2
n−2 )

n−2∑

k′=0

(N.p−2

k′

)(N.q

n−2−k′

)

, (en posant k′ = k − 2)

=
n(n− 1).p.(N.p− 1)

N − 1
ainsi on obtient

V (X) =
n(n− 1).p.(N.p− 1)

N − 1
+ n.p− (n.p)2

= n.p
(N − 1 + (n− 1).(N.p− 1)− n.p.(N − 1)

N − 1

)

= n.p
((N − n).(p− 1)

N − 1

)

= n.p.q
(N − n)

N − 1

Remarque 3.1.3

E(XH(N,n,p)) = E(XB(n,p)) et V (XH(N,n,p)) = V (XB(n,p))×
N − n

N − 1
.

Exemple 29

On prélève au hasard un échantillon de n = 10 pièces dans une production totale de N = 1000
pièces comportant en tout M = 50 pièces défectueuses.
Quelle est la probabilité qu’il y ait exactement k = 6 pièces défectueuses dans l’échantillon ?
Soit X le nombre de pièces défectueuses dans l’échantillon. Le nombre X de pièces défectueuses
dans un échantillon de n pièces suit une loi hypergéométrique de paramètre N, n et M : (X ∼
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H(N, n,M)) donnée par :

P(X = k) =
Ck

MCn−k
N−M

Cn
N

pour k ∈ {0, 1, ..., 10 = min(n,M)}

P(X = 6) =
C6

50C
4
950

C10
1000

= 2, 3× 10−3

3.1.5 Loi de Poisson

La loi de poisson est une loi de probabilité qui s’applique aux événements rares, elle décrit
aussi le nombre d’apparitions d’un événement pendant une duré de temps déterminée. Le
nombre aléatoireX de ces événements suit une loi de Poisson de paramètre λ > 0 qui représente
la moyenne d’événements survenus.

3.1.5.1 Cadre et énoncé de la loi de Poisson

Il s’agit d’une succession illimité d’épreuves :
– Répétées
– Identiques
– Indépendantes à caractère dichotomique, avec une proportion de succès p ”petit”,
c’est-à-dire pour un phénomène rare.

On s’intéresse ici au nombre k de succès sur un nombre illimité d’épreuves.

Définition 3.1.5

Soit Xune VARD suivant la loi de Poisson de paramètre réel λ > 0, on note X ∼ P(λ). Cette
loi est définie par :

X(Ω) = N avec ∀k ∈ N, P(X = k) = pk = e−λλ
k

k!

Pour tout k ∈ N, on a pk > 0 et
∑

k∈N

pk = e−λ
∑

k∈N

λk

k!
= e−λeλ = 1. Cela définit bien une loi de

probabilité.

3.1.5.2 L’espérance et la variance

Proposition 3.1.5

Si X ∼ P(λ), alors
– E(X) = λ
– V (X) = λ et σ(X) =

√
λ.

Démonstration 5

– E(X) =
+∞∑

k=1

kpk =
+∞∑

k=1

ke−λλ
k

k!

= λe−λ

+∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
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= λe−λ

+∞∑

k=0

λk

(k)!
= λe−λeλ = λ

Donc E(X) = λ

– V (X) = E[(X(X − 1) +X]− E(X)2 = E[(X(X − 1)] + E(X)− E(X)2

=
+∞∑

k=1

k(k − 1)e−λλ
k

k!
+ E(X)− E(X)2

=
+∞∑

k=2

k(k − 1)e−λλ
k

k!
+ E(X)− E(X)2

= e−λλ2

+∞∑

k=2

λk−2

(k − 2)!
+ E(X)− E(X)2

= e−λλ2

+∞∑

k=0

λk

(k)!
+ E(X)− E(X)2

= e−λλ2eλ + E(X)− E(X)2

= λ2 + λ− λ2

d’où V (X) = λ et σ(X) =
√
λ .

Exemple 30

Une machine utilisée dans une châıne de production tombe en panne en moyenne 2 fois par
mois. Soit X le nombre de pannes par mois. Quelle est la probabilité que dans un mois donné
la machine ne tombe pas en panne ?, tombe en panne au moins deux fois ?

X suit la loi de poisson de paramètre λ = 2, X ∼ P(2), P(X = k) =
2ke−2

k!
.

La machine ne tombe pas en panne donc k = 0 et la probabilité est

P(X = 0) =
20e−2

0!
= e−2 = 0, 135.

La machine tombe en panne au moins deux fois donc k = 2 et la probabilité est :
P(X ≥ 2) = 1− P(X < 2) = 1− (P(X = 0) + P(X = 1))

= 1−
(20e−2

0!
+

21e−2

1!

)

= 1− (e−2 + 2e−2) = 1− 0, 405 = 0, 595.

3.1.6 Tableaux des lois de probabilités discrètes

Loi Densité de probabilité Espérance Variance

Binomiale P(X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k ∈ {0, 1, 2, ..., n} np np(1− p)

Multinomiale

P(X1 = k1, ...., Xn = kn)) =
n!

k1!k2!....kn!
pk11 ...pknn

ki ∈ {0, 1, ..., n} et k1 + ...+ kn = 1

Géométrique P(X = k) = p(1− p)k−1 , k ∈ N
∗ 1

p

1−p

p2

Hypergéométrique

P(X = k) =
Ck

pNC
n−k
qN

Cn
N

sup(0, n−N × q) ≤ k ≤ min(n,N × p)} np npqN−n
N−1

Poisson P(X = k) =
e−λλk

k!
pour λ ≥ 0 et k ∈ N λ λ
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3.2 Lois continues

3.2.1 Loi uniforme

3.2.1.1 Définition

Définition 3.2.1

Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit qu’une VARC X suit la loi uniforme sur [a, b],
si elle admet une fonction densité de probabilité f définie par

f : x 7−→







f(x) =
1

b− a
si x ∈ [a, b],

f(x) = 0 si x /∈ [a, b]

On note X ∼ U([a, b]), avec X(Ω) = [a, b].

f définit bien une densité de probabilté car :
� f est positive sur R
� f est continue sur R− {a, b}
� f est sommable sur R et

∫

R

f(x)dx = 1

3.2.1.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition est F :

{
R −→ R,
x 7−→ F (x) = P(X ≤ x)

On a ansi F (x) =







0 si x < a
x− a

b− a
si a ≤ x ≤ b

1 si x > b

3.2.1.3 Principaux paramètres

Theorème 3.2.1

Si X ∼ U([a, b]), alors
� E(X) =

a+ b

2

� V (X) =
(b− a)2

12
et σ(X) =

(b− a)
√
3

6

Démonstration 6

� E(X) =

∫

R

xf(x)dx =
1

b− a

∫ b

a

xdx =
1

2(b− a)

[

x2
]b

a
=

a+ b

2

� E(X2) =

∫

R

x2f(x)dx =
1

b− a

∫ b

a

x2dx =
1

3(b− a)

[

x3
]b

a
=

1

3
(a2 + ab+ b2)

Par conséquent,
V (X) = E(X2)− E(X)2

=
1

3
(a2 + ab+ b2)−

(a+ b

2

)2
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=
1

12
(a2 − 2ab+ b2) =

(b− a)2

12
.

Enfin σ(X) =
√

V (X) =
(b− a)√

12
=

(b− a)
√
3

6
.

3.2.2 Loi exponentielle

3.2.2.1 Définition

Définition 3.2.2

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle (négative) de paramètre λ où λ > 0,
si elle admet une fonction densité de probabilité f définie par

f(x) =

{

f(x) = λe−λx si x ≥ 0
f(x) = 0 si x < 0

On note X ∼ E(λ), avec X(Ω) = [0,+∞[.

f définit bien une densité de probabilité car :
� f est positive sur R
� f est continue sur R∗

� f est sommable sur R et

∫

R

f(x)dx = 1

En effet

∫

R

f(x)dx =

∫ +∞

0

λe−λtdt = lim
A→+∞

∫ A

0

λe−λtdt

= lim
A→+∞

[

− e−λt
]A

0
= lim

A→+∞

(

1− e−λA
)

= 1, car λ > 0.

3.2.2.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition est donnée par : F :

{
R −→ R,
x 7−→ F (x) = P(X ≤ x)

On a ansi F (x) =







0 si x < 0
∫ x

0

λe−λtdt =
[

− e−λt
]x

0
= 1− e−λx si x ≥ 0

F est continue sur R, strictement croissante sur [0,+∞[, et de classe C∞ par morceaux.

3.2.2.3 Principaux paramètres

Theorème 3.2.2

Si X ∼ E(λ), alors
� E(X) =

1

λ

� V (X) =
1

λ2
, et σ(X) =

1

λ

Démonstration 7

� E(X) =

∫

R

xf(x)dx = λ

∫ +∞

0

xe−λxdx qu’on intègre par parties :
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∫ A

0

xe−λxdx =
[xe−λx

−λ

]A

0
+

1

λ

∫ A

0

e−λxdx = −Ae−λA

λ
+

1

λ

[

− e−λx

λ

]A

0

=
1

λ2
− Ae−λA

λ
− e−λA

λ2
−→ 1

λ2
, quand A −→ +∞.

D’où E(X) =
1

λ

� E(X2) =

∫

R

x2f(x)dx = λ

∫ +∞

0

x2e−λxdx. On intègre deux fois par parties :
∫ A

0

x2e−λxdx =
[x2e−λx

−λ

]A

0
+

2

λ

∫ A

0

xe−λxdx

= −A2e−λA

λ
+

2

λ

( 1

λ2
− Ae−λA

λ
− e−λA

λ2

)

−→ 2

λ3

Donc E(X2) =
2

λ2
et par conséquent

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
2

λ2
−

(1

λ

)2

=
1

λ2

Enfin σ(X) =
√

V (X) =
1

λ
.

3.2.2.4 Loi Gamma

Soient λ > 0 et a > 0. Une variable aléatoire X suit la loi de Gamma de paramètre (a, λ)
si elle admet pour densité la fonction :

f(x) =







λa

Γ(a)
xa−1e−λx si x > 0

0 si x ≤ 0

avec Γ(a) =

∫ +∞

0

xa−1e−xdx.

On écrit X ∼ Γ(a, λ).

3.2.2.5 Principaux paramètres

Theorème 3.2.3

Si X ∼ Γ(a, λ) alors

• E(X) =
a

λ
• V (X) =

a

λ2

Démonstration 8

• Par changement de variable y = λx, on a

E(X) =

∫ +∞

−∞

xf(x)dx =

∫ +∞

0

λa

Γ(a)
xae−λxdx

=
λa

λΓ(a)

∫ +∞

0

(y

λ

)a

e−ydy =
λa

Γ(a)

∫ +∞

0

yae−y

λa+1
dy

=
λa

Γ(a)

Γ(a+ 1)

λa+1
=

a

λ
car Γ(a+ 1) = aΓ(a)

• Par le même changement de variable y = λx, on a
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E(X2) =

∫ +∞

−∞

x2f(x)dx =

∫ +∞

0

λa

Γ(a)
xa+1e−λxdx

=
λa

λa+2Γ(a)

∫ +∞

0

ya+1e−ydy =
Γ(a+ 2)

λ2Γ(a)
=

a(a+ 1)

λ2

Donc V (X) = E(X2)− E(X)2 =
a

λ2
.

Remarque 3.2.1

Lorsque a = 1, la loi Γ(1, λ) est la loi exponentielle de paramètre λ, E(λ)

3.2.3 Loi normale

3.2.3.1 Définition

Définition 3.2.3

Soit m ∈ R et σ > 0. On dit qu’une VARC X suit une loi normale de paramètres m et σ2, si
elle admet une fonction de densité de probabilité f telle que :

∀x ∈ R, f(x) =
1

σ
√
2π

e−
1
2
(x−m

σ
)2

On note X ∼ N (m, σ2), avec X(Ω) = R.

Sa représentation graphique est

f définit bien une densité de probabilité car :
� f est positive sur R
� f est continue sur R

� f est sommable sur R et

∫

R

f(x)dx = 1

En effet ,

∫ +∞

−∞

f(x)dx =
1

σ
√
2π

∫ +∞

−∞

e−
1
2
(x−m

σ
)2dx.

Par le changement de variable : t = x−m
σ

⇐⇒ x = σt+m, avec dx = σdt on obtient :
∫

R

f(x)dx =
1√
2π

∫ +∞

−∞

e−
1
2
t2dx = 1. car

∫ +∞

−∞

e−
1
2
t2dx =

√
2π (Intégrale de Gauss).

On remarque que la courbe est symétrique et admet pour axe de symétrie la droite x = m.
Lorsque m = 0 et σ2 = 1 on l’appelle la loi normale standard ou la loi centré réduite X ∼

N (0, 1) (centré m = E(X) = 0, réduite V (X) = 1).
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Propriété 3.2.1

Soient X ∼ N (m, σ2)et a, b ∈ R alors on a :
• Y = aX + b ∼ N (am+ b, a2σ2).

• Z =
X −m

σ
∼ N (0, 1)

• Z ∼ N (0, 1) alors X = σZ +m ∼ N (m, σ2).

3.2.3.2 Principaux paramètres

Theorème 3.2.4

• Si X ∼ N (m, σ2), alors E(X) = m et V (X) = σ2

• Si X ∼ N (0, 1), alors E(X) = 0 et V (X) = 1

3.2.3.3 Table de la loi normale standard

La loi normale standard N (0, 1) est tabulée. La table donne les valeurs des probabilités
P(X ≤ x) pour différents valeurs de x.

Nous savons que si X ∼ N (m, σ2) alors Z =
X −m

σ
∼ N (0, 1). La densité de Z est donnée

par :

ϕ(t) =
1√
2π

e−
t2

2 ∀t ∈ R

et sa fonction de répartition Φ est donnée par la formule : Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞

e−
t2

2 dt ∀x ∈ R.

Puisque la courbe est symétrique, on a l’identité : Φ(−x) = 1− Φ(x) ∀x ∈ R.
La table suivante donne pour tout x de 0 jusqu’à 2.99 par pas de 0.01, la valeur de F (x).
L’entrée en ligne donne les deux premiers chiffres de x, c’est-à-dire le chiffre des unités et celui
des dixièmes, et l’entrée en colonne le chiffre des centièmes.
Par exemple : Φ(1, 73) = P(X ≤ 1, 73) = 0, 95818,

Φ(−1, 54) = 1− Φ(1, 54) = 1− 0, 93822 = 0, 06178.
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3.2.4 Loi de Khi-deux

3.2.4.1 Définition

Définition 3.2.4

Soient X1, X2, ..., Xn n variables aléatoires normales standards (Xi ∼ N (0, 1), ∀i ∈
{1, 2, ..., n}) indépendantes.
On dit que la VARC X = X1 +X2 + ...+Xn suit la loi de Khi-deux à n degrés de libertés, on
note X ∼ χ2(n), si sa densité de probabilté est définie par :

fn(x) =







1

2
n
2Γ(n

2
)
x

n
2
−1e−

x
2 si x ≥ 0

0 si x < 0
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3.2.4.2 Principaux paramètres

Theorème 3.2.5

Si X ∼ χ2(n) alors
• E(X) = 2.
• V (X) = 2n.

3.2.5 Loi de Student

3.2.5.1 Définition

Définition 3.2.5

Soient X une variable aléatoire standard (X ∼ N (0, 1)), Y une variable aléatoire indépen-
dantes de X ayant la loi de Khi-deux (Y ∼ χ2(n)) et T = X√

Y
n

.

On dit que la VARC T suit la loi de Student à n degrés de libérté si sa densité de probabilité
est définie par :

f(x) =
1√
nπ

Γ(n+1
2
)

Γ(n
2
)

(

1 +
x2

n

)−
n+1
2
, x ∈ R.

On écrit T ∼ T (n)

3.2.5.2 Principaux paramètres

Theorème 3.2.6

Si T ∼ T (n) alors
• E(T ) = 0.

• V (T ) =
n

n− 2
.

3.2.6 Loi de Ficher-Snedecor

3.2.6.1 Définition

Définition 3.2.6

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes ayant la loi de khi-deux à réspectivement
n et m degrés de liberté (X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m)).

La variable aléatoire F =
X
n
Y
m

suit la loi de Fisher-Snedecor à (n,m) degrés de liberté si sa

densité de probabilité est définie par :

f(x) =







n
n
2m

m
2

Γ(n+m
2

)

Γ(n
2
)Γ(m

2
)

x
n
2
−1

(nx+m)
n+m

2

si x ≥ 0

0 si x < 0

On écrit F ∼ F(n,m)
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3.2.6.2 Principaux paramètres

Theorème 3.2.7

Soit F ∼ F(n,m), alors on a :

• E(F ) =
m

m− 2
si m > 2.

• V (F ) =
2m2(n+m− 2)

n(m− 2)2(m− 4)
si m > 4.

3.2.7 Tableaux des lois de probabilités continues

Loi Densité de probabilité Espérance Variance

Uniforme f(x) =
1

b− a
avec a ≤ x ≤ b a+b

2
(b−a)2

12

Exponentielle f(x) = λe−λx pour x ≥ 0 et λ > 0 1
λ

1
λ2

Gamma f(x) =
λa

Γ(a)
xa−1e−λx pour x > 0, λ > 0 et a > 0 a

λ
a
λ2

Normale f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 pour x ∈ R m σ2

Khi-deux f(x) =
1

2
n
2Γ(n

2
)
x

n
2
−1e−

x
2 n 2n

Student f(x) =
1√
nπ

Γ(n+1
2
)

Γ(n
2
)
(1 +

x2

n
)−

n+1
2 , x ∈ R, n ∈ N 0 n

n−2

Fisher f(x) = n
n
2m

m
2

Γ(n+m
2

)

Γ(n
2
)Γ(m

2
)

x
n
2
−1

(nx+m)
n+m

2

, x ∈ R

m

m− 2
si m > 2

2m2(n+m− 2)

n(m− 2)2(m− 4)
si m > 4

50


